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WST ¾EP

Ksi ¾a·zka ta powsta÷a w oparciu o wieloletnie wyk÷ady z geometrii analitycz-
nej prowadzone dla studentów pierwszego roku na kierunku matematyka
semestru letniego w Instytucie Matematyki Politechniki ×ódzkiej przez Jana
Kubarskiego, do których ćwiczenia prowadzi÷Bogdan Balcerzak.
W staro·zytnósci (ju·z w III tys. p.n.e.) w Egipcie i Mezopotamii dokony-

wano pomiarów pól powierzchni gruntów i obj¾etósci zbó·z przechowywanych
w spichrzach. Mierzone kszta÷ty by÷y ró·zne �nie tylko prostok ¾atne, prosto-
pad÷óscienne, ale te·z pryzmy, ści¾ete ostros÷upy i inne. Tak si¾e zrodzi÷a
praktyczna geometria. Pocz ¾atki matematyki jako nauki �szczególnie geo-
metrii �pojawiaj ¾a si¾e w XIX w. p.n.e.: a) Mezopotamia �tabliczki gliniane,
w tym najs÷ynniejsza tabliczka Plimptona 322 z uk÷adem pi¾etnastu trójek
pitagorejskich znaleziona w Larsie (staro·zytne Senkereh) datowana oko÷o
roku 1800 p.n.e., b) Egipt �papirus Rhinda z zadaniami geometrycznymi
na obj¾etóśc spichrzów/silosów do gromadzenia zbo·za znaleziony w Lux-
orze i przepisany przez Ahmesa w okresie panowania faraona Apophisa-
Auserre (1585-1542) z XV dynastii hyksockiej z oko÷o 200 lat starszego
niezachowanego orygina÷u napisanego w okresie panowania XII dynastii.
Przez nast¾epne 1000 lat nic znacz ¾acego w matematyce nie odkryto.
W Grecji od Talesa (ur. ok. 620 p.n.e.; zm. ok. 547 p.n.e., Milet)

do Euklidesa (ur. ok. 365 r. p.n.e., zm. ok. 300 r. p.n.e.) rozwin¾e÷a
si¾e geometria jako samodzielny przedmiot dociekań naukowych. Talesowi
przypisuje si¾e, oprócz twierdzenia znanego do dzís jego imieniem (o propor-
cjonalnósci odcinków, na które podzielone zosta÷y ramiona k ¾ata przez dwie
proste równoleg÷e), tak·ze szereg innych twierdzeń, np. ·ze średnica ko÷a jest
widoczna z punktu le·z ¾acego na okr¾egu pod k ¾atem prostym, oraz bardzo
wa·zne spostrze·zenie, które jest równowa·zne z Postulatem V Euklidesa za-
prezentowanym ni·zej:
�dla dwu danych ustawionych pod k ¾atem prostym odcinków a; b maj ¾acych
wspólny wierzcho÷ek istnieje (i to tylko jeden) prostok ¾at o bokach a i b: tzn.
odk÷adaj ¾ac z pozosta÷ych wierzcho÷ków odcinki a i b tak, aby dwa odcinki
a i dwa odcinki b le·za÷y naprzeciw siebie, otrzyma si ¾e czworok ¾at, w którym
pozosta÷e k ¾aty s ¾a proste.
W okresie od Talesa do Euklidesa sformu÷owano szereg twierdzeń, takich

jak np.: o k ¾acie zewn¾etrznym trójk ¾ata, o k ¾atach środkowych, wpisanych
i dopisanych w okr¾egu. W tym czasie pojawi÷o si¾e twierdzenie Pitagorasa,
powsta÷a tak·ze teoria podzielnósci (Teajtet, ur. ok. 410 p.n.e.; zm. ok.
368 p.n.e.), a problemy delijskie (podwojenia széscianu, kwadratura ko÷a,
trysekcja k ¾ata; V w. p.n.e.) doprowadzi÷y do powstania podstaw kon-
strukcji geometrycznych, odkryto wszystkie wielósciany foremne (zwane te·z
platońskimi). Na uwag¾e zas÷uguje tak·ze fakt, ·ze w tym okresie powsta÷y
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pierwsze dzie÷a systematyzuj ¾ace geometri¾e; historyk grecki Proklos (412-
485) w �Komentarzu do pierwszej ksi ¾egi ��Elementów��Euklidesa�záswiad-
cza, ·ze najwczésniejsze �Elementy�by÷y u÷o·zone przez Hipokratesa z Chios
(ur. ok. 470 p.n.e.; zm. ok. 430 p.n.e.), nast¾epne �Elementy�u÷o·zy÷Leon,
m÷odszy o pokolenie od Platona. Dopiero jednak Euklides (oko÷o roku 300
p.n.e.) opracowa÷w harmonijn ¾a ca÷óśc zdecydowan ¾a wi¾ekszóśc znanej wów-
czas geometrii, tworz ¾ac pierwszy podr¾ecznik napisany ca÷kowicie pioniersk ¾a
metod ¾a dedukcyjn ¾a, zapocz ¾atkowuj ¾ac aksjomatyk¾e geometrii. W metodzie
tej wyj́sciowym punktem teorii jest przyj¾ecie poj¾éc, zwanych poj¾eciami
pierwotnymi, których nie de�niuje si¾e w zwyk÷ym sensie. Zamiast tego
ustala si¾e uk÷ad zdań zwanych aksjomatami, które postuluj ¾a pewne w÷as-
nósci poj¾éc pierwotnych i tych zde�niowanych za ich pomoc ¾a. Za twierdzenia
teorii uznaje si¾e aksjomaty oraz zdania, które s ¾a logicznymi konsekwen-
cjami aksjomatów i dotycz ¾a poj¾éc pierwotnych, a tak·ze nowych poj¾éc (np.
�gur geometrycznych) zde�niowanych dalej w teorii. Przez ponad 2000
lat �Elementy� stanowi÷y wzorzec ścis÷ósci naukowej. Nie zachowa÷si¾e do
naszych czasów ani jeden antyczny r¾ekopis �Elementów�Euklidesa, oprócz
fragmentów znalezionych w Egipcie i w Herkulanum (z powodu spalenia
Biblioteki Aleksandryjskiej przez Rzymian w 47 p.n.e. oraz spalenia resztek
papirusów ze świ ¾atyni Serapisa w 392 r. przez chrzéscijan za poparciem
cesarza Teodozjusza). Szcz¾ésliwie, to co przetrwa÷o, zagarn¾eli w 640 r.
mahometanie i wywiézli do centrum naukowego w Bagdadzie. Badania
wykaza÷y, ·ze wszystkie znane nam r¾ekopisy oprócz jednego (z Biblioteki
Watykańskiej) kopiuj ¾a tekst wydania z IV wieku opracowanego przez Teona
z Aleksandrii (370 r.) � ostatniego przedstawiciela pogańskiej nauki hel-
lenistycznej. Pierwsze wydanie drukowane powsta÷o w 1482 r. w Wenecji
i by÷o t÷umaczeniem ÷acińskim Campanusa z tekstu arabskiego. Egzemplarz
znajduje si¾e w bibliotece Uniwersytetu Jagiellońskiego.
Figury geometryczne w teorii Euklidesa zast¾epowa÷y przedmioty material-

ne i by÷y ich idealizacj ¾a. Idealizacja sprawia, ·ze bada si¾e te w÷asnósci przed-
miotów materialnych, które dotycz ¾a kszta÷tu i wielkósci, czyli zale·z ¾a tylko
od odleg÷ósci mi¾edzy punktami przedmiotu, a nie na przyk÷ad od materia÷u
czy dok÷adnósci z jak ¾a jest wykonany (nic zatem dziwnego, ·ze Euklides by÷
zwolennikiem Platona tak·ze w zakresie pogl ¾adów �lozo�cznych �o czym za-
świadcza Proklos). W÷asnósci takie nazywane s ¾a geometrycznymi i dotycz ¾a
wszystkich �gur, które nie ró·zni ¾a si¾e kszta÷tem i wielkósci ¾a od badanej
�gury. Dwie takie �gury nazywaj ¾a si¾e przystaj ¾acymi. Dok÷adniej mówi ¾ac,
dwie �gury P i Q s ¾a uznane w geometrii euklidesowej za przystaj ¾ace, jésli
istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f : P ! Q, które zachowuje
odleg÷óśc punktów. Takie odwzorowania nazywamy izometriami, a �gury P
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i Q nazywamy tak·ze �gurami izometrycznymi. Zatem geometria od swego
pocz ¾atku jest nauk ¾a badaj ¾ac ¾a w÷asnósci geometryczne �gur.
We wspó÷czesnej geometrii elementarnej (dwu- lub trzywymiarowej) uj¾etej

aksjomatycznie (Hilbert) mamy poj¾ecia pierwotne: punkt, prosta, p÷aszczy-
zna oraz dwie relacje mi¾edzy punktami, trzyargumentow ¾a relacj¾e dotycz ¾ac ¾a
trójek punktów (a; b; c) le·zenia punktu b mi¾edzy punktami a i c oraz cztero-
argumentow ¾a dotycz ¾ac ¾a czwórek punktów (a; b; c; d) przystawania odcinka
ab do odcinka cd (oznaczaj ¾ac ¾a tak ¾a sam ¾a odleg÷óśc a od b jak odleg÷óśc c od
d). Te wszystkie poj¾ecia ÷¾aczy kilkadziesi ¾at aksjomatów (zob. [6]), z których
wi¾ekszóśc znana by÷a Euklidesowi. Spósród nich s÷ynny jest pi ¾aty postulat
Euklidesa z ksi¾egi I, którego równowa·zne wspó÷czesne sformu÷owanie brzmi:
� przez punkt poza dan ¾a prost ¾a L przechodzi co najwy·zej jedna prosta
nieprzecinaj ¾aca danej prostej L:
Poniewa·z dowodzi si¾e, ·ze z aksjomatów (bez tego ostatniego) wynika,

·ze taka prosta istnieje, wi¾ec ÷¾acznie otrzymujemy wniosek: ·ze taka prosta
istnieje i jest dok÷adnie jedna.
Oryginalnie postulat ten ma postác:
� Je·zeli prosta przecinaj ¾aca dwie proste tworzy z nimi k ¾aty jednostron-
nie wewn ¾etrzne o sumie mniejszej ni·z dwa k ¾aty proste, to te dwie proste
przed÷u·zone nieskónczenie przecinaj ¾a si ¾e po tej stronie, po której znajduj ¾a
si ¾e k ¾aty o sumie mniejszej od dwóch k ¾atów prostych.
Postulat V Euklidesa okaza÷si¾e niezale·zny od pozosta÷ych aksjomatów �

co zosta÷o dowiedzione dopiero w XIX w. (×obaczewski, Bolyai, Gauss) �
a co sprawia, ·ze do÷o·zenie jego zaprzeczenia nie prowadzi do sprzecznósci,
lecz do pewnej geometrii nieeuklidesowej (najcz¾ésciej zwanej geometri ¾a
×obaczewskiego), w której przez punkt poza prost ¾a przechodzi wi¾ecej ni·z
jedna prosta nieprzecinaj ¾aca danej prostej. Podstawow ¾a konsekwencj ¾a
aksjomatu Euklidesa jest to, ·ze w ka·zdym trójk ¾acie suma k ¾atów wewn¾etrz-
nych jest � (w geometrii nieeuklidesowej jest mniej ni·z �).
Uk÷ad aksjomatów geometrii elementarnej wraz z Postulatem V Euklidesa

jest pe÷ny, tzn. ka·zde dwa modele s ¾a izometryczne. Podobnie dotyczy to
geometrii nieeuklidesowej. Modelem dwuwymiarowej geometrii Euklidesa
jest p÷aszczyzna kartezjańska R2 z odleg÷ósci ¾a zadan ¾a wzorem Pitagorasa
i w której za proste przyj¾ete s ¾a warstwy wzgl¾edem jednowymiarowych pod-
przestrzeni wektorowych, czyli linie o równaniach Ax + By + C = 0 dla
jAj+ jBj > 0: Modelem trzywymiarowej geometrii Euklidesa jest przestrzeń
kartezjańska R3 z odleg÷ósci ¾a pitagorejsk ¾a, w której za proste i p÷aszczyzny
przyj¾ete s ¾a warstwy wzgl¾edem jedno- lub dwuwymiarowych podprzestrzeni
wektorowych. Uogólnienie na wy·zsze wymiary jest oczywiste. Reasumuj ¾ac,
geometri¾e euklidesow ¾a mo·zna zadác równowa·znie za pomoc ¾a dwu poj¾éc
pierwotnych: punkt i wektor oraz wprowadzon ¾a odleg÷ósci ¾a pitagorejsk ¾a.
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Wszystkie poj¾ecia geometryczne poczynaj ¾ac od prostej czy p÷aszczyzny daj ¾a
si¾e w tym kartezjańskim modelu zde�niowác.
Dla porz ¾adku dodajmy, jak wygl ¾adaj ¾a dwuwymiarowe modele geometrii

nieeuklidesowej:

�model Poincarégo sk÷ada si¾e z otwartej pó÷p÷aszczyzny, w której za
proste przyj¾ete s ¾a pó÷proste prostopad÷e do brzegu oraz pó÷okr¾egi
prostopad÷e do brzegu,

� pierwszy model Kleina sk÷ada si¾e z otwartego ko÷a, w którym za
proste przyj¾ete s ¾a wszystkie ci¾eciwy,

� drugi model Kleina sk÷ada si¾e te·z z otwartego ko÷a, w którym za
proste przyj¾ete s ¾a wszystkie średnice oraz pó÷okr¾egi prostopad÷e do
brzegu.

Ga÷¾áz geometrii, o której b ¾edzie dalej mowa, nazywa si¾e analityczn ¾a ze
wzgl¾edu na u·zywan ¾a w niej metod¾e. Metoda ta polega na tym, ·ze po÷o·ze-
nie punktów wyznacza si¾e przy pomocy pewnych ci ¾agów liczb, zwanych
wspó÷rz ¾ednymi i przy pomocy rachunków na tych ci ¾agach bada si¾e w÷as-
nósci geometryczne �gur.
Powstanie geometrii analitycznej (Descartes [Kartezjusz] (1596�1650),

Fermat (1601�1665)) nast ¾api÷o po wprowadzeniu do geometrii i badanych
tam �gur uk÷adu (prostok ¾atnego) wspó÷rz¾ednych (a wi¾ec de facto nast ¾api÷o
wraz z opisywaniem i badaniem �gur geometrycznych zanurzonych (za-
wartych) w przestrzeni kartezjańskiej poprzez uk÷ad liczb �wspó÷rz¾ednych
punktu). Wspó÷rz¾edne graj ¾a jedynie rol¾e narz¾edzia i s÷u·z ¾a tu tylko pomoc-
niczo do opisu punktów �gury, a przy ich pomocy mo·zna opisác tak·ze w÷as-
nósci geometryczne, które w istocie nie mog ¾a zale·zéc od wyboru uk÷adu
wspó÷rz¾ednych i po÷o·zenia �gury w przestrzeni kartezjańskiej.
Metoda geometrii analitycznej opisu �gur i ich w÷asnósci przy pomocy

wspó÷rz¾ednych generuje zjawisko, które nie wyst¾epuje w geometrii elemen-
tarnej aksjomatycznej (pochodz ¾acej od Euklidesa), a polegaj ¾ace na ukryciu
w÷asnósci geometrycznych w opisie wspó÷rz¾ednych i pojawieniu si¾e cz¾esto
niema÷ych trudnósci w wychwyceniu tych w÷asnósci z takiego opisu (rów-
nań). Powstaje w ten sposób bardzo powa·zna trudnóśc: jak przy pomocy
wspó÷rz¾ednych wykrýc w÷asnósci geometryczne badanych �gur. Co wi¾ecej,
tak·ze �gury geometryczne (tzn. podzbiory przestrzeni kartezjańskiej wraz
z de�nicj ¾a geometryczn ¾a zale·zn ¾a tylko od odleg÷ósci punktów) mo·zna okréslíc
równowa·znie w przestrzeni kartezjańskiej przy pomocy wspó÷rz¾ednych (rów-
nań z ich udzia÷em). Dlatego szereg �gur geometrycznych b¾edzie miéc
dwie równowa·zne de�nicje: geometryczn ¾a i algebraiczn ¾a. Te drugie b ¾ed ¾a
bardzo u·zyteczne w badaniach �gur dzi¾eki mo·zliwósci wykorzystywania al-
gebry liniowej. A tak·ze s ¾a podstaw ¾a metody ciekawego i istotnego za-
stosowania wspó÷rz¾ednych do geometrii: szukania �gury spe÷niaj ¾acej dany
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geometryczny warunek. Znajdujemy równanie algebraiczne opisuj ¾ace za
pomoc ¾a wspó÷rz¾ednych wszystkie te i tylko te punkty, które spe÷niaj ¾a ten
warunek. Nast¾epnie porównujemy to równanie ze znanymi równaniami
ró·znych tworów geometrycznych i na tej podstawie rozstrzygamy o rodzaju
otrzymanej �gury. Tak ¾a sam ¾a metod ¾a mo·zemy rozwi ¾azác zagadnienie ist-
nienia �gury spe÷niaj ¾acej dany geometryczny warunek. Na przyk÷ad, aby
zbadác czym jest zbiór punktów jednakowo oddalonych od dwóch danych
ró·znych punktów p÷aszczyzny, znajdujemy równanie opisuj ¾ace punkty tego
zbioru i zauwa·zamy, ·ze jest to równanie ogólne prostej. Aby odpowiedziéc na
pytanie, czy przez cztery punkty w R3 niele·z ¾ace w jednej p÷aszczýznie mo·zna
przeprowadzíc sfer¾e, nale·zy udowodníc istnienie punktu równoodleg÷ego od
danych czterech punktów. Piszemy cztery równania opisuj ¾ace odleg÷óśc
punktu o zmiennych wspó÷rz¾ednych (x1; x2; x3) od zadanych punktów i roz-
wi ¾azujemy ten uk÷ad. Okazuje si¾e, ·ze ma on rozwi ¾azanie i to tylko jedno.
W geometrii analitycznej traktowanej jako wspó÷rz¾ednósciowy (kartezjań-

ski) model geometrii euklidesowej nast¾epuje uniezale·znienie si¾e od elemen-
tarnej geometrii euklidesowej poprzez de�niowanie wszystkich poj¾éc geo-
metrycznych za pomoc ¾a wspó÷rz¾ednych kartezjańskich i odleg÷ósci (metryki).
Tak·ze na gruncie przestrzeni kartezjańskich (R � prosta jako model geo-
metrii euklidesowej jednowymiarowej, R2 � p÷aszczyzna jako model geo-
metrii euklidesowej dwuwymiarowej, R3 �przestrzeń jako model geometrii
euklidesowej trójwymiarowej) jest naturalne traktowác wszystkie przypadki
ró·znych wymiarów jednakowo, co nie prowadzi do nowych trudnósci, lecz
cz¾esto upraszcza lub wyjásnia lepiej szereg poj¾éc i, co wa·zne, jest naturalne
z punktu widzenia stosowania podstaw algebry liniowej. Takie podej́scie ma
precedensy, np. w ksi ¾a·zkach Bieberbacha [4] czy Borsuka [5].
Poniewa·z przekszta÷cenia izometryczne �gury na siebie (w szczególnósci

ca÷ej przestrzeni kartezjańskiej na siebie) tworz ¾a grup¾e, a w÷asnóśc geo-
metryczna �gury to taka, która przys÷uguje tak·ze ka·zdej �gurze izometrycz-
nej z zadan ¾a, wi¾ec mo·zna powiedziéc, ·ze poj¾ecia geometryczne s ¾a niezmien-
nikami grupy izometrii. Zmieniaj ¾ac ewentualnie grup¾e izometrii na inn ¾a
grup¾e przekszta÷ceń mo·zna uzyskác inne poj¾ecia geometryczne �niezmien-
niki wzgl¾edem tej innej grupy przekszta÷ceń. Tak ¾a ide¾e geometrii przyj ¾a÷
Felix Klein w swoim programie erlangeńskim (1872 r.): geometria jest to
teoria niezmienników wzgl¾edem zadanej grupy przekszta÷ceń. Przyk÷adami
typowymi s ¾a: grupa izometrii (geometria euklidesowa), grupa podobieństw
(geometria podobieństw), grupa a�niczna (geometria a�niczna), grupa prze-
kszta÷ceń rzutowych (geometria rzutowa). Id ¾ac znacznie dalej i rozwa·zaj ¾ac
grup¾e bijekcji ci ¾ag÷ych otrzymujemy topologi¾e, a jeszcze dalej rozwa·zaj ¾ac
bijekcje otrzymujemy teori¾e mnogósci.
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Pocz ¾atkowo, wyk÷ad z geometrii analitycznej, na podstawie którego po-
wsta÷a ta ksi ¾a·zka wzorowany by÷na pracy K. Borsuka [5] (g÷ównie roz-
dzia÷y I, II, III i V), w której g÷ówna mýsl by÷a taka, aby rozwin ¾ác bada-
nia podstawowych poj¾éc geometrii analitycznej (prosta, p÷aszczyzna, k-
wymiarowa hiperp÷aszczyzna) u·zywaj ¾ac jedynie de�nicji geometrycznych
(k-wymiarowa hiperp÷aszczyzna to obraz H = f [Rk] w odwzorowaniu f :
Rk ! Rn zachowuj ¾acym odleg÷óśc �tj. izometrii na swój obraz �okréslonym
na ca÷ej przestrzeni kartezjańskiej Rk; dla k = 1 zbiory H nazywamy
prostymi, dla k = 2 � p÷aszczyznami). Dopóki nie wiemy jednak jak
wygl ¾adaj ¾a wszystkie takie izometrie, nie mo·zemy si¾e przekonác, czy tak
otrzymane proste i p÷aszczyzny odpowiadaj ¾a temu, co oczekujemy. Badanie
izometrii, jej postaci analitycznej (wzór) zosta÷y w ksi ¾a·zce Borsuka zbiorczo
opracowane dopiero w rozdziale V w cyklu podstawowych twierdzeń o izo-
metriach. Metoda ta zosta÷a zarzucona i wyk÷ad o hiperp÷aszczyznach zosta÷
poprzedzony badaniami izometrii okréslonymi globalnie na ca÷ej przestrzeni
kartezjańskiej i wyprowadzeniem wzoru na tak ¾a izometri¾e. Sprawi÷o to,
·ze do badania w÷asnósci geometrycznych hiperp÷aszczyzn mo·zna by÷o u·zýc
aparatu algebry liniowej (w tym macierzy ortogonalnych). Tak·ze wiele
twierdzeń ich dotycz ¾acych uzyska÷o prostsze dowody.De�nicja geometryczna
k-wymiarowej hiperp÷aszczyzny posiada algebraiczny ekwiwalent: jest to
po prostu warstwa wzgl¾edem k-wymiarowej podprzestrzeni wektorowej co
odpowiada jak najbardziej naszym intuicjom geometrycznym euklidesowym.
W przypadku k = 1 na p÷aszczýznie R2 otrzymujemy (dzi¾eki de�nicji al-
gebraicznej) twory (podzbiory) o znanych równaniach postaci Ax+By+C =
0 (jAj + jBj > 0) �czyli zwyk÷e proste w R2. Z punktu widzenia algebry
liniowej s ¾a to warstwy wzgl¾edem jednowymiarowych podprzestrzeni wek-
torowych danych równaniami postaci Ax + By = 0: W przypadku k = 2
w przestrzeni R3 mamy twory o równaniach Ax+By + Cz +D = 0, gdzie
jAj + jBj + jCj > 0 �czyli p÷aszczyzny w R3, które jako warstwy wzgl¾e-
dem dwuwymiarowych podprzestrzeni wektorowych s ¾a zbiorami rozwi ¾azań
równań jednorodnych Ax+By + Cz = 0.
Poprawne, jasne, logicznie wy÷o·zenie pocz ¾atków geometrii analitycznej

nastr¾ecza pewnych trudnósci zwi ¾azanych z tym, ·ze do intuicyjnie jasnego od
samego pocz ¾atku wyk÷adu geometrii analitycznej przyda÷oby si¾e u·zywanie
takich poj¾éc, jak linia prosta, osie wspó÷rz¾ednych czy k ¾at zorientowany,
które w jakimś sensie posiadamy z kursu szko÷y średniej. Niektórzy au-
torzy podr¾eczników tak post¾epuj ¾a, pisz ¾ac jakby poj¾ecia te by÷y wczésniej
znane. Jednak·ze takie za÷o·zenie przeczy podstawowej zasadzie �szczególnie
przyj¾etej w geometrii ju·z od Euklidesa �wyk÷adu dedukcyjnego, czyli takiej,
w której nie u·zywa si¾e poj¾éc wczésniej na wyk÷adzie niezde�niowanych,
a wi¾ec nieodwo÷ywania si¾e do poj¾éc geometrii analitycznej z kursu w szkole
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średniej. Jedn ¾a z g÷ównych przyj¾etych w naszej ksi ¾a·zce zasad jest wy÷o·zenie
geometrii analitycznej metod ¾a dedukcyjn ¾a. Du·z ¾a trudnóśc sprawia poj¾ecie
k ¾ata zorientowanego o danym ramieniu pierwszym i danym drugim (b¾ed ¾a-
cymi pó÷prostymi wychodz ¾acymi z tego samego punktu) o zadanej z góry
mierze ÷ukowej � 2 R b¾ed ¾ac ¾a dowoln ¾a liczb ¾a rzeczywist ¾a, zarówno dodat-
ni ¾a jak i ujemn ¾a, tak·ze dowolnie du·z ¾a. Aby takie poj¾ecie mia÷o sens geo-
metryczny, musi pojawíc si¾e wczésniej geometryczna de�nicja pó÷prostej,
a zatem tak·ze poj¾ecie izometrii i poj¾ecie w÷asnósci geometrycznej danej
�gury. Dlatego poj¾ecie to b¾edzie przedstawione w dalszej cz¾ésci wyk÷adu
(pojawi si¾e dopiero w rozdziale szóstym). Wa·znym przyk÷adem izometrii
dwuwymiarowej przestrzeni na siebie jest odwzorowanie liniowe �� : R2 !
R2 o macierzy �

cos� � sin�
sin� cos�

�
(� 2 R). Sens geometryczny tego odwzorowania polegác ma na tym, ·ze ma
ono we wspó÷rz¾ednych kartezjańskich (a wi¾ec analitycznie) opisywác obrót
p÷aszczyzny o k ¾at zorientowany o mierze ÷ukowej �; tzn. wybieraj ¾ac jako
pierwsz ¾a dowoln ¾a pó÷prost ¾a L wychodz ¾ac ¾a z pocz ¾atku uk÷adu wspó÷rz¾ed-
nych, jej obraz L0 = ��[L] jako drug ¾a pó÷prost ¾a ma býc drugim ramieniem
k ¾ata zorientowanego o mierze ÷ukowej �: Rzecz w tym, ·ze do poj¾ecia k ¾ata
zorientowanego jest jeszcze daleka droga. Autorzy zatem przyj¾eli, ·ze naj-
pierw okrésli si¾e ÷atwe do zbadania poj¾ecie izometrii �� i jedynie zaznaczy
przy tej okazji, ·ze geometryczne znaczenie jako analitycznego opisu obrotu
o k ¾at zorientowany b¾edzie wyjásnione pó́zniej, po wprowadzeniu poj¾ecia k ¾ata
zorientowanego. Pewnym uzasadnieniem tej kolejnósci jest fakt mówi ¾acy
o tym, ·ze dla ma÷ych liczb � 2 (�2�; 2�) dóśc ÷atwo jest równowa·znie
opisác k ¾at zorientowany jako cz¾éśc p÷aszczyzny zawart ¾a mi¾edzy dwiema
pó÷prostymi wychodz ¾acymi z tego samego punktu, przyjmuj ¾ac jedn ¾a z tych
pó÷prostych jako pocz ¾atkowe rami¾e, a drug ¾a jako końcowe rami¾e (k ¾at taki
mo·ze býc wypuk÷y lub wkl¾es÷y). De�nicja taka nie nadaje si¾e na uogólnienie
dla wi¾ekszych liczb �. K ¾at zorientowany o takiej mierze �, ·ze j�j > 2� nie
mo·ze býc opisany jako cz¾éśc p÷aszczyzny. Odpowiedni ¾a de�nicj¾e podajemy
w rozdziale 6.
W geometrii analitycznej istotne znaczenie maj ¾a fundamentalne twierdze-

nia o izometriach. W ksi ¾a·zce Borsuka [5] znajduj ¾a si¾e w jednym rozdziale,
znajduj ¾acym si¾e dopiero po rozdziale o hiperpowierzchniach. W wyk÷adzie
przyj¾elísmy inn ¾a koncepcj¾e: twierdzenia te s ¾a zamieszczone tam gdzie po-
jawiaj ¾a si¾e w sposób naturalny. Wyró·znione s ¾a w teḱscie pod nazwami
twierdzeń �podstawowe twierdzenia o izometriach�. S ¾a to twierdzenia 4.4.4,
5.3.8, 10.2.3, 11.3.1.
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Zamierzeniem autorów by÷o napisanie ksi ¾a·zki, która mo·ze s÷u·zýc jako
podr¾ecznik do wyk÷adu z geometrii analitycznej dla studentów pierwszego
roku studiów na kierunku matematyka. Ksi ¾a·zka ta jest wi¾ec tylko wst¾epem
do geometrii analitycznej, nieobejmuj ¾acym wielu bardziej zaawansowanych
jej dzia÷ów. Jej celem jest wprowadzenie w kr ¾ag zagadnień podstawowych
za pomoc ¾a środków mo·zliwie elementarnych. Zak÷ada elementarn ¾a wiedz¾e
z algebry liniowej w zakresie wyznaczników, uk÷adów równań liniowych
i przestrzeni wektorowych, a tak·ze znajomóśc funkcji trygonometrycznych.
W konteḱscie przestrzeni wektorowych wymaga zrozumienia poj¾éc: warstwy
wzgl¾edem podprzestrzeni wektorowej, sumy algebraicznej podprzestrzeni
wektorowych, sumy prostej podprzestrzeni wektorowych oraz ortogonalnego
uzupe÷nienia wzgl¾edem danego iloczynu skalarnego.
Kolegom z zespo÷u prowadz ¾acego ćwiczenia do wyk÷adu (i nie tylko im)

pragniemy gor ¾aco podzi¾ekowác za cenne uwagi i sugestie. Szczególnie pp.
Ewie Marciniak, Jackowi Rogowskiemu (który poczyni÷szereg istotnych
uwag we wczésniejszej fazie przygotowywania ksi ¾a·zki), Szymonowi G÷¾abowi,
Jerzemu Kalinie, Bogdanowi Koszeli oraz tak·ze Stanis÷awowi Wrońskiemu
i Henrykowi D¾ebińskiemu. Ci dwaj ostatni przygotowuj ¾a specjalny skrypt
obejmuj ¾acy komputerowe ćwiczenia z geometrii analitycznej. Do zespo÷u
prowadz ¾acego zaj¾ecia do wyk÷adu z geometrii analitycznej ostatnio do÷¾aczyli
tak·ze doktoranci pp. Alicja Krzeszowiec, Jakub Klima, Adam Majchrzycki,
Emilia Szymonik. Im równie·z dzi¾ekujemy za wnikliwe przeczytanie manu-
skryptu tej ksi ¾a·zki podczas przygotowywania si¾e do prowadzenia ćwiczeń.
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