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Rozdziat 1

Pole elektrodynamiczne

1.1 Opis pola za pomoca wektoréow E i H

1.1.1 Rownania pola

W elektrodynamice pole elektromagnetyczne opisuja réwnania Maxwella w po-
staci og6lne;j:

divD = ps, (1.1)
oB
rotE=—==, (1.2)
divB=0, (1.3)
oD
H= —_—. 14
rot Js+ ot (1.4)

W niniejszym paragrafie rozpatrywac bedziemy réwnania pola elektromagnetycz-
nego przy nastepujacych zatozeniach:

* Srodowisko jest dielektrykiem:

— z uptywnoscia (y # 0),
liniowym (¢(E) = const, u(B) = const, y(E) = const),

jednorodnym (e(r) = const, u(r) = const, y(r) = const),

izotropowym (v, €, U sa liczbami rzeczywistymi),

niedyspersyjnym (¢, L iy nie zaleza od szybkosci zmian E i B),

— stacjonarnym (g(t) = const, u(t) = const, y(t) = const);

* W rozwazanym obszarze nie wystgpuja tadunki swobodne (ps = 0) i prady
wymuszone (Js = YE).
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Wymienione wtasciwosci posiada wiele o§rodkéw. Przyktadem moze by¢ tu at-
mosfera ziemska, w ktérej rozchodza si¢ fale radiowe. Uwzgledniajac uczynione
zatozenia w rownaniach (1.1) ... (1.4), zapiszemy je obecnie w postaci:

divE = 0, (1.5)
oH
tE = —pu— 1.6
TO Hor (1.6)
divH = 0, (1.7)
oE
rotH = vE+¢ 3 (1.8)

Przypomnijmy obecnie zasadg¢ — wynikajaca z matematyki — ktéra mowi, ze
pole wektorowe moze zostaé wyznaczone jednoznacznie, gdy znane s jego rota-
cjaidywergencja oraz okreslony jest warunek brzegowy. Zauwazmy, ze réwnania
(1.5) i (1.6) jednoznacznie okreSlaja pole E, gdy znany jest rozktad pola magne-
tycznego (H). Analogicznie réwnania (1.7) i (1.8) pozwalaja obliczy¢ H, gdy znane
jest pole elektryczne. Przedstawione obserwacje mozna podsumowaé za pomoca
ponizszego wniosku.

Whiosek 1.1 Wobec braku fadunkéw swobodnych i pradéw wymuszonych,
znajomos¢ tylko jednej z funkcji — natgzenia pola elektrycz-
nego E lub natg¢zenia pola magnetycznego H — (przy okre-
§lonych warunkach brzegowych) jednoznacznie okreSla pole
elektromagnetyczne w rozwazanym obszarze.

Obecnie sprobujemy zapisaé rdwnania polowe w innej postaci. Obliczajac ro-
tacje obu stron réwnan (1.6) i (1.8) oraz uwzgledniajac tozsamosci rotrotE =
grad divE — V2E oraz rotrotH = grad divH — V2H, mamy

grad divE—V’E = —u%rotH, (1.9)
0
graddivH—VzH = vrotE+e¢ — rotE. (1.10)

ot

Wstawiajac prawe strony zaleznosci (1.5) i (1.8) do (1.9) oraz (1.7) i (1.6) do
(1.10), dostajemy

ot

oH d OH
~VH=vy (_“at> teo <_”at> ) (1.12)

d OE
—VZEz—ua (yE—I—s) (1.11)

oraz
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Po uporzadkowaniu otrzymujemy ostatecznie

OE 0’E
VE-—vi— —el — = 1.13
E—vypu TR 0, (1.13)
VZH—vug—suaz—HZO (1.14)
ot ot?2 '

Gdy osrodkiem, w ktérym bedziemy badaé rozchodzenie sig fal, bedzie dielek-
tryk bez strat (y = 0), réwnania wektoréw pola przyjma prostsza postaé. Wprowa-
dzimy obecnie inne oznaczenie wspétczynnika liczbowego et. Podstawimy

e 1
H=132-
Sens fizyczny wielkoSci oznaczonej symbolem v zostanie wyjasniony w dalszej
czgéci wyktadu. Wprowadzajac wymienione modyfikacje do (1.13) i (1.14), mamy

1 9%E
VE—— ———90 1.15
vZ 9t2 (1.15)
oraz
1 9?H
V’H- — — =0. 1.16
vZ t? ( )

Otrzymane ostatnio réwnania, z powodu roli jaka odgrywaja w opisie zjawisk fa-
lowych, nosza nazwe réwnan falowych. Popularno$¢ wyprowadzonych réwnan
spowodowata, ze wprowadzono specjalny operator, okreslajacy dziatania wyko-
nywane na funkcji, ktéra jest niewiadoma w réwnaniu falowym. Operator ten na-
zwany zostal operatorem d’Alamberta (lub dalambercjanem) i oznaczony sym-
bolem o ksztalcie kwadratu. Dzialania przypisane wymienionemu operatorowi sa
nastgpujace:
1 0%(%)

S vz a2
przy czym w miejsce znaku () nalezy wstawi¢ symbol funkcji poddawanej dzia-
faniu operatora. Rownania falowe wektoréw opisujacych pole elektromagnetyczne
mozemy zapisaé teraz w bardzo zwigzlej postaci:

O(x) = V2(x)

(1.17)

OE = 0, (1.18)
OH = 0. (1.19)
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1.2 Twierdzenie Poyntinga

Przypomnimy, poznana w czgSci pierwszej niniejszego skryptu (paragraf 4.4 od
strony 244), ogélng posta¢ rownania Poyntinga:

energia (np. mechaniczna lub che-
miczna) przeksztalcana w obsza- 0

) P . f—fjwd\):@ S-ds+
rze v w energie pola elektromagne- ot

A v s(v)

tycznego na jednostke czasu
energia pola przeksztatcana
w obszarze v na ciepto oraz
prace mechaniczng na jed-
nostke czasu

(1.20)

W przedstawionym wzorze w oznacza gestoS¢ przestrzenna energii pola elektro-
magnetycznego, 2 [[/ w dv oznacza moc pola znajdujacego si¢ w obszarze v,
v

ograniczonego powierzchnia s, a S = E x H jest wektorem Poyntinga.

W prowadzonych rozwazaniach przyjmiemy, ze w obszarze v nie ma zamiany
innych rodzajéw energii w energi¢ pola elektromagnetycznego oraz proceséw, w kto-
rych energia pola przechodzi w inne formy, z wyjatkiem zjawiska, w ktérym wy-
twarzane jest ciepto w wyniku przeptywu pradu. Zgodnie z prawem Joule’a, przed-
stawionym we wniosku 4.6, ze strony 185 czesci pierwszej skryptu, gestos¢ prze-
strzenna rozpraszanej mocy pola pg jest réwna

ps=Js E. 1.21)

Zastosowanie przyjetych zatozeh powoduje, ze rownanie (1.20) przyjmie postac

—%jjfw dv= @S S'dS‘l—J:JIJs'E dv. (1.22)
v s(v) v

W celu ustalenia sposobu, w jaki moc pola zawartego w obszarze v, przedsta-
wiona po lewej stronie zalezno$ci (1.22), wyrazona jest za pomoca wektoréw E,
D, Hi B, wykorzystamy prawa Faradaya i Ampere’a-Maxwella:

oB
tE=—— 1.23
TO 3 (1.23)
dD
tH = —_—. 1.24
TO Js+ It (1.24)
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Pierwsza z zapisanych powyzej zaleznoSci pomnozymy skalarnie przez H, a drugia
przez E. Dostajemy wéwczas

OB
H rotE=-H — 1.25
TO Fral (1.25)
dp
E-rotH=Js E+E- . (1.26)

W dalszym ciagu przeksztalcen odejmiemy otrzymane réwnania stronami:

dD oB
E-rotH-H:-totE=J;-E+E- —+H - — (1.27)

dt ot -’
—div(E x H)

Nastepnie dokonamy podstawienia, wykorzystujac tozsamos¢
div(ExH)=H-rotE—E-rotH.

Wzér (1.27) przyjmie wéwczas postaé

dD oB
—div(ExH)=Js-E+E- —+H- —. 1.28
W(ExH)=J; E+E-——+H- = (1.28)
Przenoszac odpowiednio sktadniki, mamy
dD 0B .
—(E~dt—|—H~at>dw(ExH)+Js~E. (1.29)

Obecnie wykonamy catkowanie zaleznosci (1.29) na caty obszar v i wykorzystamy
prawo Gaussa. Otrzymamy wowczas ostatecznie

—ﬂf (E-?:+H-?:> dv:@?(ExH)-derﬂst-E dv. | (1.30)

Réwnanie (1.30) wyraza bilans mocy pola elektromagnetycznego, zawartego w ob-
szarze o objetosci v, w rozwazanym przypadku i stanowi tre$¢ twierdzenia Poyn-
tinga. Sens fizyczny sktadnikéw, wystepujacych w przedstawionej zaleznoSci, przed-
stawiono w tabeli (1.1).

Poréwnujac prawe strony zalezno$ci (1.22) i (1.30), mozemy ustali¢ w jaki
sposob gestos¢ przestrzenna mocy pola zalezy od wektoréw E, D, B i H.
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Tablica 1.1: Sens fizyczny sktadnikéw réwnania Poyntinga, zapisanego dla pola elektro-
magnetycznego zawartego w obszarze v, ktérego brzegiem jest powierzchnia s

skladnik rownania sens fizyczny

ubytek (ze wzgledu na znak minus

oD 0B
—jff E-—+H-— | dv przed wzorem) energii pola na jed-
ot ot
v nostke czasu

moc wypromieniowana (poniewaz
ﬁ (ExH)-ds powierzchnia s zostata zorientowana
s na zewnatrz) z obszaru

j f J J.-E dv moc przetwarzana na ciepto w wy-
niku przeptywu pradu
v

Whiosek 1.2 Gesto$¢ przestrzenna mocy pola elektromagnetycznego pem
wyraza si¢ wzorem:

oD oB
=E.-—+H - —. 1.31
Pem at+ ot (1.31)

Gdy osrodek, w ktérym rozwazamy pole, jest stacjonarny i niedyspersyjny,
a jego polaryzacja i magnesowanie nie wigza si¢ ze stratami, to mozemy napisaé

oD 1 oE oE 1 oD oE o /(E-D
'atz<5E‘at“E'at> z<E'at+D'at> at<2> :

(1.32)

Postepujac analogicznie dla pola magnetycznego, otrzymamy

B 0 /H'B
H o = <2> . (1.33)
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Woéwczas réwnanie (1.20) przyjmie postaé:

Hf <2D+) dv:gfﬁ(ExHyderfﬂJseEdv (1.34)

s(v)

Jezeli rozpatrywane pole znajduje si¢ o oS§rodku izotropowym, to zachodzi

E|D i B|H. (1.35)
Mozemy wéwczas zapisaé

o0 (E-D 0 ( E-E o ([ E?

0 (H'B 0 ( H-H d ( H?

at(z >—at<“z )‘at(“z)~ (1.37)

Uwzgledniajac dodatkowo, ze E - J =y E2, dostajemy nowa postaé zaleznosci wy-
razajacej twierdzenie Poyntinga:

atfﬂ (a E——HL 5 > dv:gfﬁ(ExH).dswfﬂEzdv. (1.38)

s(v)

1.3 Opis pola za pomoca potencjalow

1.3.1 Definicje

Do opisu pola elektrodynamicznego stosuje si¢ jednoczesnie dwa potencjaty. Pierw-
szy z nich byl poznany w trakcie omawiania pola stacjonarnego. Jest to magne-
tyczny potencjat wektorowy A zdefiniowany zaleznoScia:

B ¥ rotA . (1.39)

Wprowadzimy obecnie definicj¢ drugiego potencjatu. Punktem wyjscia w pro-
wadzonym rozumowaniu bedzie prawo Faradaya:

oB
tE=—— 1.40
TO T ( )
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Wyeliminujemy z niego indukcje magnetyczng B, korzystajac z zaleznosci (1.39):

o(rotA)

tE =—
TO ot

. (1.41)
Brak zaleznosci zmiennych przestrzennych i czasu pozwala na zamiang kolejnosci
wykonywania operacji obliczania rotacji i rézniczkowania wzgledem t po prawe;j
stronie rownania (1.41):

0A

tE=—rot | — | . 1.42

TO TO ( 6t) ( )

Po przeniesieniu wyrazéw na jedna strong i skorzystaniu z liniowo$ci operatora
rotacji mamy

0A
t|E+— ) =0. 1.43
TO ( +3 t> (1.43)

Otrzymany rezultat wskazuje, ze pole opisane suma wektoréw E + % jest polem
potencjalnym. Mozna wigc zdefiniowa¢ w nim potencjat skalarny.

Definicja 1.1 Skalarnym, elektrycznym potencjatem elektrodynamicznym na-
zywamy pole skalarne Vp(r,t) posiadajace wtasciwosé okre-
Slona wzorem:

df 0A(r,t)

—gradVp(r,t) = E(r,t) + Y (1.44)

przy czym E(r,t) jest natgzeniem pola elektrycznego, A(r,t)
oznacza magnetyczny potencjat wektorowy, r wskazuje poto-
Zenie punktu, w ktérym wyznaczamy potencjal.

Jednostka skalarnego potencjatu elektrodynamicznego jest, podobnie jak w przy-
padku skalarnego potencjatu elektrycznego, wolt (1V = 1Tm?kgs A1),
Zauwazmy, ze wzory definicyjne (1.39) i (1.44) pozwalaja, na podstawie zna-
jomosci rozktadu obu wprowadzonych funkcji, zwanych potencjatami, na wyzna-
czenie natg¢zenia pola elektrycznego E i indukcji magnetycznej B z zaleznoSci:

A
E:—grchVD—%—t , (1.45)

B =TotA . (1.46)

Wobec tego stwierdzamy, ze znajomo$¢ obu wprowadzonych potencjaléw stwarza
mozliwo$¢ jednoznacznego okreSlenia pola elektrodynamiczne.
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We wnioskach 3.8 (strona 108) i 4.12 (strona 201) czesci pierwszej niniejszego
skryptu wskazano, ze definicje potencjatéw nie sa jednoznaczne. Potencjat ska-
larny w polach statycznym i stacjonarnym jest okreslony z doktadnoscia do skalar-
nego pola stalego wzgledem zmiennych przestrzennych C’(t). W elektrodynamice,
wobec innej definicji, mozemy oczekiwaé, ze potencjat jest okresSlony z doktadno-
$cig do pewnej funkcji C(r,t), zmieniajacej si¢ w czasie i przestrzeni. Natomiast
potencjaty wektorowe pola indukcji magnetycznej B moga réznié si¢ o dowolne
wektorowe pole potencjalne, ktére okreslimy jako gradib(r,t), przy czym P (r,t)
jest dowolnym polem skalarnym. Przyjmijmy, ze pewne pole elektromagnetyczne
jest opisane jednocze$nie za pomoca dwéch par potencjatéw Vp i A oraz V[, oraz
A’. Wobec poczynionych wyzej uwag mozemy zapisaé

Vj(r,t) = Vp(r,t)+ C(r,t), (1.47)
A'(r,t) =A(r,t) +grad(r,t) . (1.48)
Obecnie ustalimy, jakie warunki musza spetni¢ pola C i1, aby potencjalty Vp i A
oraz V{; i A’ opisywaly to samo pole elektromagnetyczne. W tym celu obliczmy
warto$¢ E za pomoca potencjatéw primowanych:
O0A’(r,t)
ot

Nastegpnie, do powyzszej zalezno$ci wprowadzimy potencjaty bez priméw, stosu-
jac wzory (1.47)1 (1.48):

E = —gradVj(r,t) . (1.49)

d
— 5 [A(r,twgmdw(r,t)} . (1.50)

W dalszym ciagu przeksztalcefi pogrupujemy odpowiednio wyrazy i wykorzy-
stamy fakt, ze potencjaly Vp i A réwniez wyrazaja to samo pole E:

E(r,t) = —grad [VD(r,t) + C(r,t)}

0A(r,t 0 t
E(r,t) = —grad Vp(r,t) — éi’ )—gradC(r,t)—grad ll’é:, ) . (1.51)
E(r,t)
Z otrzymanej zaleznoSci i liniowoSci operacji obliczania gradientu wynika
0 t
grad (C(r,t)—l— l"éz )) —0. (1.52)

Wyrazenie, ktérego gradient jest zerem, nie moze zaleze¢ od zmiennych prze-
strzennych, zatem zachodzi

o (r, t)
ot

C(r,t)+ =Cq(t). (1.53)



16 Pole elektrodynamiczne

Postaé funkcji C1(t) jest catkowicie dowolna, przyjmiemy wigc, Ze jest ona réwna
zeru. Mamy zatem
0 (r, t)
ot -

Z wzoru (1.54) wynika, Ze ustalajac dodatkowe warunki na potencjaty, w celu
usciSlenia wprowadzonych definicji, nalezy pamigtaé o wzajemnym powigzaniu
funkcji A(r,t) i Vp(r,t). Polega ono na tym, ze funkcja C(r,t), z wzoru (1.47),
okreslona jest za pomoca pola \(r,t), tak jak wskazuje wzor (1.54). Tym samym
rozwazane potencjaly spetniaja zaleznos¢:

C(r,t) =

(1.54)

Vb = Vn—awéi’t), (1.55)
A = A+gradiy(r,t). (1.56)

1.3.2 Roéwnania potencjatow

Rozwazaé bedziemy pole elektromagnetyczne w oSrodku liniowym, jednorodnym,
izotropowym i stacjonarnym. Rozktady tadunku ps i gestodci pradu Js v, Wyste-
pujace w wymienionym obszarze, traktowaé bedziemy jako znane Zrédia pola.

Z przyjetych definicji wynika, ze wektory E i B sa zalezne od potencjatéw
elektrodynamicznych Vp i A w sposéb okreslony nastgpujacymi réwnaniami:

B =rotA, (1.57)

0A
E:—gradVD—a . (1.58)

Wyprowadzenie rozpoczniemy od prawa Ampere’a-Maxwella:

rotH:JS,w+yE+aa—l:. (1.59)
W powyzszej zaleznosci symbol Js ,, 0znacza wymuszony przez Zrédla zewnetrzne
prad o znanej wartoSci. Prad ten wzbudza pole, ktére rozwazamy. Natomiast sklad-
nik YE wyraza prad przewodzenia, wywotany przez pole elektryczne, ktdre istnieje
w osrodku przewodzacym.
Korzystajac z zalezno$ci D = ¢E 1 B = pH oraz zwiazkéw (1.57) i (1.58),
wprowadzamy potencjaly do réwnania (1.59):

1 0A 0 0A
m rot(rotA) =Jsw+Y (—gradVD— at> +e 3t (—gradVD— at> .

(1.60)
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Mnozac stronami przez L i przeksztatcajac dostajemy

rot(rotA) =p Jsw—py gradVp — py % —ne grad% — une %2% =
=puJsw—grad (m/ Vb + e aa\iD) —wy %—1: — e aaZTI: . (1.61)
Do zaleznosci (1.61) zastosujemy nastgpujaca tozsamos¢ rézniczkowa
rot(rotA) = grad divA — VA . (1.62)

Otrzymamy wéwczas

grad (divA) — V?A =

(1.63)

oVp\ 0A 9%A
ot

=uJsw—grad (HYVD+H5 a0 ) MY 3 R

Przypomnimy teraz, ze definicja magnetycznego potencjatu wektorowego nie jest
jednoznaczna. W celu uzyskania jednoznacznosSci potrzebne jest jej uscislenie.
Czyni sig to poprzez arbitralne ustalenie postaci divA'!, a tym samym okreslenie
sktadnika potencjalnego pola A. W rozwazanym przypadku przyjmiemy

divA = — (m/ Vb +pe %) . (1.64)

Dzigki temu z réwnania (1.63) wyeliminowany zostanie potencjat skalarny Vp.
Przenoszac wyrazy zawierajace potencjat wektorowy na lewa strong, otrzymujemy
poszukiwane réwnanie:

A 2A
VA — wy a— 9

o _UﬁW:_p’JS»W‘ (165)

Gdy przyjmiemy, ze pole znajduje si¢ w oSrodku nieprzewodzacym (y = 0), to
warunek (1.64), okreslajacy dywergencje potencjalu wektorowego A, przyjmie po-

staé:

1 0Vp
A= 2D 1.
div 2 (1.66)

IProblem jednoznacznosci definicji wektorowego potencjatu magnetycznego oméwiono szcze-
gbétowo w paragrafie 4.3.2 na stronie 200 w czeSci pierwszej skryptu.



18 Pole elektrodynamiczne

gdzie V]—z = pe. Wéwczas réwnanie potencjatu uprosci sie:

VAo s = s (1.67)

Wyprowadzenie réwnania elektrodynamicznego potencjatu skalarnego rozpocz-
niemy od prawa Gaussa:
divD = ps. (1.68)

Korzystajac z zaleznosci D = ¢E oraz zwiazku (1.58), do réwnania (1.68) wpro-
wadzimy potencjaty:

0A
div (—gmdvD— > _Ps (1.69)
ot €
Po uporzadkowaniu dostajemy
o(divA
~div(grad Vp) — JL4VA) s (1.70)
ot 3
Stosujac zaleznos¢ (1.66) oraz tozsamosé
div(gradVp) = V?Vp , (1.71)
mozemy réwnanie (1.70) zapisa¢ nastgpujaco:
0 1 0Vp Ps
V25 VAR (i 1.72
ST < v2 ot > € (1.72)

Ostatecznie réwnanie skalarnego potencjatu elektrodynamicznego przyjmie ksztatt
wyrazony zaleznoScia:

Vv __Ps (1.73)

1.3.3 Rozwiazanie réwnan falowych potencjatéow
1.3.3.1 Réwnanie Helmholtza dla transformat

Poszukiwac bedziemy rozwiazan réwnan (1.67) i (1.73), w ktérych niewiadomymi
sa potencjaty elektrodynamiczne Vp i A, w obszarze nieograniczonym, przy zato-
zeniu, ze znane sa rozkltady przestrzenne i zmienno$¢ w czasie Zrédet pola, czyli
gestosci tadunku ps(r,t) i gestosci pradu Js(r,t).
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Poczatkowo rozwazymy réwnanie potencjatu skalarnego Vp:

1 9%Vp(r,t r,t
VZVD(r,t)—? ;(2 )z—pS(a ) (1.74)

Symbolem Vp(r,jw) oznaczymy transformate Fouriera poszukiwanej funkcji Vp(r, t).
Z definicji przeksztalcenia wynika, ze

Vol(r,jw) & ?{VD(r,t)} - J Vp(r,t) e @t dt (1.75)
oraz
df 1 . _ i : jwt
Vp(r,t) = F {VD(r,]w)} =5 Vp(r,jw) %" dw . (1.76)

Analogicznie, przez ps(r,jw) i ps(r,t) oznaczymy pare transformat gestosci ta-
dunku elektrycznego. Zachodzi wéwczas

pulriw) L5 {pu(r0} = | pelrtje @ ar, (1.77)
pulrt) €5 fpuire)} = o [ pulriw)etaw.  s)

—00

Dokonamy obecnie transformaty Fouriera obu stron rownania (1.74). Stosujac
twierdzenie o transformacie pochodnej, wyrazone wzorem:

3?Vp(r,t : .
3 { P~ i vo(rje), (179)
otrzymamy
1 .
VPVorjw) — 5 (0) Volr jw) =~ 22 (g0
Uwzgledniajac, ze j* = —1 oraz oznaczajac
T .. 5 ,sz_ w\Z
——5 (WP =22 = (2) =12, (1.81)
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ostatecznie otrzymujemy

V2Vp(r,jw) + T2 Vp(r,jw) = —M . (1.82)

Wyprowadzone réwnanie, ktére spetnia transformata Fouriera skalarnego poten-
cjatu elektrodynamicznego Vp(r,jw), w matematyce nazywa si¢ niejednorodnym
réwnaniem Helmholtza. Do jego rozwiazania, czyli do wyznaczenia Vp(r,jw),
zastosujemy metodg¢ funkcji Greena. W dalszym ciagu wyktadu przedstawione zo-
stana podstawowe pojecia i koncepcja wymienionej metody.

1.3.3.2 Metoda funkcji Greena
Rozwazymy klasg réwnan rézniczkowych, ktére mozna ogélnie zapisa¢ w postaci:
L(x)u(x) =s(x), (1.83)

przy czym x jest zmienng niezalezna, u(x) oznacza niewiadoma funkcje, s(x)
jest funkcja Zrédtowa, a L(x) jest symbolem liniowego operatora rézniczkowego.
W rozpatrywanym przez nas przypadku chodzi o operator wystgpujacy w rdwnaniu
Helmbholtza, wyrazony zaleznoS$cia:

V2(%) 4+ T2(x) . (1.84)

W podanym wzorze symbol () oznacza miejsce, w ktore nalezy wstawié funk-
cje poddawana dziataniu operatora. Dla uproszczenia rozumowania analizowac
bedziemy zagadnienie jednowymiarowe, co oznacza, ze 1(x) jest funkcja jednej
zmienne;j.

Rozumujac formalnie stwierdzamy, ze funkcje w(x) mozna wyznaczy¢ dziata-
jac na obie strony réwnania (1.83) operatorem L~ (x) odwrotnym do L(x). Wyko-
nujac wymieniong operacje, otrzymamy

L) Lx)u(x) =L " (x) s(x) . (1.85)

Jak wskazuje wyrazenie (1.84), operator L(x) jest operatorem rézniczkowym, dla-
tego nalezy spodziewaé sig, ze L' (x) bedzie operatorem catkowym. Oczekujemy
réwniez, by spelniona byta zaleznos¢:

L) L(x) u(x) =Tu(x), (1.86)

co oznacza, ze operator L' (x) L(x) = 1 jest operatorem jednostkowym. Uwzgled-
niajac ten fakt, réwnanie (1.85) mozemy zapisa¢ w postaci zaleznosci:

u(x) =L "(x) s(x) . (1.87)
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Otrzymany wynik wskazuje, ze wyznaczenie niewiadomej funkcji u(x) sprowa-
dzone zostato do wyznaczenia operatora L' (x) i zastosowania go do funkcji Zré-
dlowej s(x).

Wprowadzimy obecnie definicjg funkcji zwiazanej w szczegdlny sposob z roz-
waznym operatorem.

Definicja 1.2 Funkcjq Greena, operatora rézniczkowego L(x), nazywamy
funkcje G(x,x’) spetniajaca réwnanie:

L(x) G(x,x')=&(x—x%'), (1.88)

przy czym x jest zmienna wystgpujaca w rozpatrywanym ope-
ratorze r6zniczkowym L, symbol &(x) oznacza impuls Diraca,
a x' jest punktem zrédtowym, w ktérym umieszczony zostat
impuls, stanowiacy funkcj¢ wymuszajaca réwnania (1.88).

Wykazemy obecnie, Ze operator, oznaczony symbolem L~'(x) i dziatajacy na
funkcje s(x), wyrazony wzorem:

L (x)s(x) = JG(x,x’) s(x') dx’, (1.89)

posiada wiasciwosci operatora odwrotnego do L(x), gdy G(x,x’) jest odpowiada-
jaca mu funkcja Greena.

Jezeli, wprowadzony zaleznosScia (1.89), operator odwrotny do L(x) bedzie
spetniat swoje zadanie, to funkcje u(x), ktéra jest rozwiazaniem réwnania (1.83),
mozemy — na podstawie (1.87) i (1.89) — wyznaczy¢ z wzoru:

u(x) = J G(x,x') s(x') dx’. (1.90)
Sprawdzimy obecnie czy funkcja u(x), wyrazona wzorem (1.90), spetnia réwnanie

(1.83). W tym celu rozwazymy lewa strong wspomnianego réwnania i dokonamy
podstawienia wynikajacego z wymienionej zaleznosci:

L(x)u(x) =L(x) J G(x,x') s(x') dx’ . (1.91)

W przedstawionym powyzej wzorze catkowanie wykonywane jest wzgledem zmien-
nej x/, a rézniczkowanie (okreSlone postacia operatora L(x)) wzgledem drugiej
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zmiennej x. Mozliwe jest wigc przestawienie kolejnosci wykonywania obu opera-
cji:

catkowanie catkowanie
o o
L(x)u(x)=L(x) J G(x,x") s(x') dx' = J L(x) G(x,x") s(x') dx' . (1.92)
—0 00 rézniczkowanie

rézniczkowanie

Uwzgledniajac dodatkowo zalezno$¢ (1.88), definiujaca funkcje Greena oraz wia-
Sciwos¢ filtrujaca impulsu Diraca, wyrazong zaleznoscia;

J 5(x—x') s(x') dx' =s(x) , (1.93)

L(x) u(x) = J L(x) G(x,x) s(x') dx' = J d(x—x) s(x') dx’ =s(x)
—00 5(x—x') —00

(1.94)

WykazaliSmy, ze lewa strona réwnania (1.83), po podstawieniu do niego funkcji
u(x), wyrazonej wzorem (1.90), jest réwna s(x) i jest taka sama jak prawa strona
rozwazanego rownania. Zatem wnioskujemy, ze wzor (1.90) przedstawia rozwia-
zanie réwnania (1.83).

Whiosek 1.3 Rozwiazanie u(x) rdwnania:
L(x)u(x)=s(x), (1.95)
w ktérym L(x) jest symbolem liniowego operatora rézniczko-

wego, ma postac:

u(x) = (1.96)

\
g8

()

®

x\

w

x\

o

x\

przy czym G(x,x’) jest funkcja Greena operatora L(x).

Z przedstawionych rozwazan wynika, zZe rozwiazanie réwnania rézniczkowego
metoda funkcji Greena sklada si¢ z dwéch etapéw. W pierwszym wyznaczamy
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funkcje Greena dla operatora wystgpujacego w rozwigzywanym réwnaniu (czyli
rozwigzanie dla wymuszenia impulsowego), a w drugim ustalamy rozwigzanie dla
aktualnej postaci funkcji wymuszajacej, stosujac wzor (1.96).

Omowione postgpowanie moze by¢ réwniez stosowane do rozwigzywania row-
nan rézniczkowych czastkowych, w ktérych niewiadome funkcje zaleza od wielu
zmiennych. Tak wigc rozwigzanie réwnania:

L(r) u(r) =s(r), (1.97)

gdzie r jest wektorem wskazujacym punkty w przestrzeni tréjwymiarowej, bedzie
miato postaé:

u(r) = ffj G(r,ry) s(ry) dv, (1.98)

przy czym potozenie elementu objetosci dv jest wskazywane wektorem r,, a v
oznacza obszar, w ktérym wyznaczamy rozwiazanie (W szczegdlnosci moze to
by¢ obszar nieograniczony). Rysunek 1.1 wyjasnia doktadnie wzajemne zaleznosci
migedzy wektorami r, rair,.

1.3.3.3 Potencjaly opéznione

Po dygresji matematycznej wracamy do poszukiwania rozwiazania rownania falo-
wego potencjatu skalarnego. Wymienione réwnanie sprowadzone zostato do nie-
jednorodnego réwnania Helmholtza (1.82), w ktérym niewiadomga jest transfor-
mata Fouriera poszukiwanej funkcji. W pierwszym etapie jego rozwiazania wy-
znaczaé bedziemy funkcje Greena G(r,r,,jw) operatora réwnania (1.82), ktéry
ma postac, okreSlong zalezno$cia:

L(r)(x) = V2(x) +T2(x), gdzie r:%. (1.99)

Zgodnie z definicja (1.2), podana na stronie 21, funkcja G(r,r,,jw) spetniaé be-
dzie réwnanie:

V2G(r,ry,jw) + T G(r,ry,jw) =8(r—r,) . (1.100)

Zauwazmy, ze funkcja wymuszajaca, wystgpujaca w rozwazanym rownaniu,
czyli impuls Diraca 6 (r—r,), wykazuje symetrig sferyczng wzgledem punktu wska-
zywanego wektorem r,. Oznacza to, ze — poniewaz poszukujemy rozwiazania
w obszarze nieograniczonym — wszystkie punkty obszaru (wskazywane wekto-
rem r) jednakowo odleglte od punktu Zrédtowego (wskazywanego wektorem r;)
znajduja si¢ w réwnowaznym potozeniu wzgledem Zrédta. Wobec tego, wartoSci



