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Słowo wst�pne od autorów 
 
Pierwsza cz��
 podr�cznika jest przeznaczona dla studentów wszystkich kierunków 

konstrukcyjnych i technologicznych, wydziałów mechanicznych wy	szych szkół 
technicznych.  

Ze wzgl�du na pierwszy kontakt studentów z problemami wytrzymało�ci 
materiałów i konstrukcji dobierano zadania stosunkowo proste.  

Omówiono metodyk� i metody rozwi�zywania zada�. Du	y nacisk poło	ono na 
precyzyjne sformułowanie tre�ci zada�. Wiele zada� zostało rozwi�zanych z bardzo 
szczegółowym opisem rozwi�za� na przykładach liczbowych.  

Autorzy uwa	aj�, 	e najprostsz� drog� do nauczenia si� poprawnego 
rozwi�zywania zada� przez studentów jest samodzielne ich rozwi�zywanie, dlatego 
zamie�cili w zbiorze zada� du	� liczb� zada� do samodzielnego rozwi�zania, podaj�c 
ko�cowe wyniki rozwi�zania.  

Autorzy planuj� wydanie drugiej cz��ci zbioru zada� z wytrzymało�ci materiałów 
przeznaczonego głównie dla studentów kierunków konstrukcyjnych. Przewiduje si�  
zamieszczenie w nim zada� bardziej zło	onych, w tym zwłaszcza z wytrzymało�ci 
zło	onej, belek, ram i łuków statycznie niewyznaczalnych, płyt i powłok oraz 
stateczno�ci konstrukcji. 
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1. NAPR��ENIA I ODKSZTAŁCENIA W PR�CIE 
ROZCI�GANYM (�CISKANYM) 

1.1. Wprowadzenie. Podstawowe oznaczenia, wzory i definicje 

Rozpatrzmy bardzo prosty przypadek pr�ta o �rednicy d (z ang. diameter) 
o długo�ci  l (length) zamocowanego przegubowo na górnym ko�cu i obci�	onego sił� 
skupion� F (force) na  dolnym ko�cu (rys. 1.1), przyło	on� w �rodku ci�	ko�ci przekroju 
poprzecznego. 

 

Rys. 1.1 

Dla uproszczenia ci�	ar własny pr�ta pominiemy. Wtedy w dowolnym przekroju 
poprzecznym pr�ta działa wewn�trzna siła normalna N (normal force) równa sile 
obci�	aj�cej F, co wynika z równowagi sił działaj�cych na wydzielon� cz��
 pr�ta, 
pokazanych na rys. 1.2 
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Rys. 1.2 

Zgodnie z zasad� de Saint-Venanta, w przekrojach poprzecznych pr�ta dostatecznie 
odległych od punktów przyło	enia sił skupionych (w rozpatrywanym przypadku – w 
przekrojach odległych o co najmniej 1,5 d  od ko�ców pr�ta) rozkład napr�	e� 
normalnych σ (prostopadłych do przekroju poprzecznego) mo	na przyj�
 jako 
równomierny. Napr�	enia normalne σ oblicza si� wtedy ze wzoru 

 
A
N=σ , (1.1) 

gdzie A (z ang. area) jest polem powierzchni przekroju poprzecznego pr�ta. Dla pr�ta 
o przekroju kołowym  

 
4

2d
A

π= . 

W wytrzymało�ci materiałów najcz��ciej stosowan� jednostk� napr�	enia jest 
megapaskal [MPa], czyli meganiuton na metr kwadratowy 

1 MPa = 1
2m

MN
= 10 6

2m

N
 = 1

2mm

N
. 

Na skutek sił rozci�gaj�cych działaj�cych na pr�t o długo�ci l nast�puje przyrost 
jego długo�ci ∆l. Zgodnie z prawem Hooke’a przyrost długo�ci ∆l mo	na obliczy
 ze 
wzoru 

 
E
l

EA
Nl

l
σ==∆ ,  (1.2) 

gdzie E jest modułem Younga (stał� spr�	yst� materiału pr�ta). Po wprowadzeniu 
oznaczenia, 

 
l
l∆=ε , (1.3) 

które jest odkształceniem wzgl�dnym w kierunku osi pr�ta, wzór (1.2) mo	na zapisa
 
w postaci 

 
E
σ=ε .  (1.4) 
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Jest to liniowa zale	no�
 mi�dzy odkształceniem i napr�	eniem, zwana prawem 
Hooke’a. 

W trakcie rozci�gania rozpatrywanego pr�ta ro�nie jego długo�
 natomiast maleje 
jego �rednica. Zmiana �rednicy, w granicach stosowalno�ci prawa Hooke’a, zale	y od 
stałej materiałowej ν, nazywanej najcz��ciej liczb� lub współczynnikiem Poissona. 
Wielko�
 ta jest definiowana jako 

 
ε
ε−=ν t , (1.5) 

gdzie 
d
d

t
∆=ε  jest wzgl�dnym odkształceniem w kierunku poprzecznym (prostopadłym 

do osi pr�ta). 
Ze wzoru (1.5) wynika, 	e 

 
Et
σν−=νε−=ε ,  (1.6) 

a zmiana wymiaru �rednicy pr�ta 

 .d
E

dd t
σν−=⋅ε=∆  

Dla materiałów izotropowych warto�
 liczby Poissona zawarta jest w przedziale 
0 ≤ ν ≤ 0,5. W przypadku stali przyjmuje si� ν = 0,3. 

Warunek bezpiecznego projektowania pr�tów rozci�ganych ze wzgl�du na 
wytrzymało�
 jest nast�puj�cy 

 rdopr σ≤σ max , (1.7) 

gdzie rdopσ  (cz�sto oznaczane przez kr) jest napr�	eniem dopuszczalnym na rozci�ganie 
dla danego materiału i elementu konstrukcji. 

Napr�	enie dopuszczalne na rozci�ganie jest definiowane jako  

 
21 n

R
n
R

k me
rrdop ===σ ,  (1.8) 

gdzie:    Re – granica plastyczno�ci materiału pr�ta,  
Rm – wytrzymało�
 na rozci�ganie,  

n1, n2 – współczynniki bezpiecze�stwa (liczby wi�ksze od jedno�ci zale	ne od 
wielu czynników).  

 
Wielko�ci Re, Rm s� wyznaczane w laboratoriach zgodnie z odpowiednimi 

Normami. Podane wzory (1.1)÷(1.8) s� słuszne dla pryzmatycznych (o stałym przekroju 
poprzecznym) pr�tów o dowolnym kształcie przekroju poprzecznego.  

W pr�tach �ciskanych wewn�trzna siła normalna N jest ujemna. Przy zało	eniu, 
	e pr�t �ciskany nie ulegnie wyboczeniu (nie przejdzie do innej ni	 prostoliniowa 
postaci równowagi), mo	na przy analizie jego napr�	e� i odkształce� stosowa
 wzory 
(1.1)÷(1.6), natomiast wzory (1.7) i (1.8) przyjmuj� posta
 



 9 

  
,

,

21

max

n
R

n
R

k ce
ccdop

cdopc

===

≤

σ

σσ
 (1.9) 

gdzie:       .Re – granica plastyczno�ci materiału pr�ta przy �ciskaniu,  
Rc – wytrzymało�
 materiału pr�ta na �ciskanie, 

n1, n2 – współczynniki bezpiecze�stwa (n1 > 1, n2 > 1), 
–ccdop k=σ  napr�	enia dopuszczalne na �ciskanie. 

Dla pr�tów poddanych obci�	eniu ci�głemu q równoległemu do osi pr�ta (w pr�cie 
pionowym np. ci�	arowi własnemu) siła normalna N, napr�	enie σ, odkształcenie ε  
i przemieszczenie u s� funkcj� współrz�dnej x, okre�laj�cej poło	enie rozpatrywanego 
przekroju poprzecznego. 

W tym przypadku odkształcenia wzgl�dne ε(x) i przemieszczenia u(x) przekrojów  
zwi�zane s� zale	no�ci�  

 
dx
du=ε . (1.10) 

W pr�tach siła normalna N jest sił� wewn�trzn� prostopadł� do przekroju 
poprzecznego pr�ta. Aby obliczy
 sił� normaln� N w dowolnym przekroju pr�ta, nale	y 
dla „odci�tej my�lowo” cz��ci pr�ta napisa
 sum� rzutów sił na o� pr�ta. W sumie 
rzutów sił uwzgl�dniamy sił� N oraz wszystkie siły zewn�trzne (czynne i bierne) 
działaj�ce po jednej stronie rozpatrywanego przekroju. Siła normalna jest dodatnia, gdy 
jej zwrot jest na zewn�trz rozpatrywanego przekroju, czyli gdy pr�t w rozpatrywanym 
przekroju jest rozci�gany (rys. 1.2). 

1.2. Przykłady oblicze� pojedynczych pr�tów rozci�ganych 
i/lub �ciskanych 

Zadanie 1.1. Pr�t stalowy o module spr�	ysto�ci, E = 2⋅105 MPa, długo�ci l = 1 m i polu 
powierzchni przekroju poprzecznego A = 10-4m2 jest rozci�gany sił� F = 10 kN. 
Obliczy
 warto�
 napr�	e� σ działaj�cych w pr�cie, odkształcenie wzgl�dne ε pr�ta oraz 
przyrost długo�ci ∆l. Ci�	ar własny pr�ta pomin�
. 
R o z w i � z a n i e. Siła normalna N w rozpatrywanym pr�cie ma stał� warto�
 we 
wszystkich przekrojach i wynosi  

N = F = 10 kN = 10 -2 MN. 

Napr�	enie normalne 

.100
10
10

24

2

MPa
m

MN
A
N === −

−
σ   

Odkształcenie wzgl�dne 
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4
5 105

102
100 −⋅=
⋅

=σ=ε
MPa

MPa
E

. 

Przyrost długo�ci pr�ta 

105 4ll ⋅⋅=⋅ε=∆ −  1 m = 0,5 mm. 

Nale	y zwróci
 uwag�, 	e przy stosunkowo du	ych napr�	eniach (σ  = 100 MPa) od-
kształcenia pr�ta stalowego s� bardzo małe.  
Przyrost długo�ci ∆l stanowi zaledwie 0,05% długo�ci pocz�tkowej pr�ta. Oka	e si� 
to bardzo istotne przy okre�laniu przemieszcze� w�złów kratownic lub układów 
pr�towych. 

Zadanie 1.2. Pr�t o skokowo zmiennym polu powierzchni przekroju poprzecznego jest 
zamocowany na górnym ko�cu i obci�	ony jak pokazano na rys. 1.3. Narysowa
 
wykresy sił normalnych N  i napr�	e� normalnych σ oraz obliczy
 zmian� długo�ci pr�ta 
∆l. Ci�	ar własny pr�ta pomin�
. Przyj�
, 	e cz��ci �ciskanej pr�ta wyboczenie nie 
zagra	a. 
Dane: 

; 2,0 ,3  ,2 321 malalal ==== 24
32

24
1 108 ,104 mAAmA −− ⋅==⋅= ; 

; 20, 80, 10 kNFkNFkNF DCB ===  

MPaE 5102 ⋅= . 
 

 

Rys. 1.3 
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R o z w i � z a n i e. Pr�t trzeba podzieli
 na trzy przedziały. Granice przedziałów to: 
pocz�tek pr�ta, zmiana pola powierzchni przekroju poprzecznego, punkt przyło	enia siły  
oraz koniec pr�ta. Rozpatrywany pr�t jest pr�tem trójprzedziałowym, a granicami 
przedziałów s� przekroje A, B, C, D. Przyjmijmy pocz�tek osi x w punkcie A i skierujmy 
j� do dołu wzdłu	 osi pr�ta. Reakcj� AR oblicza si� z sumy rzutów na o� x wszystkich sił 
działaj�cych na cały pr�t (rys. 1.4). 

,0=−+−−�� DCBAx FFFRF  

DcBA FFFR −+−= . 

Po podstawieniu danych otrzymano 

. 50 kNRA =  

Na rysunku 1.4 pokazano cz��ci pr�ta odci�te przekrojami w przedziałach pierwszym  
),20( ax ≤≤ drugim )52( axa ≤≤ i trzecim )65( axa ≤≤ oraz wykresy sił normalnych N  

i napr�	e� normalnych σ. 

 

Rys. 1.4 

Zwroty sił normalnych 321 ,, NNN nale	y rysowa
 zawsze od przekroju, tzn. zakłada
 
dodatnie warto�ci sił normalnych. Z definicji sił normalnych wynika, 	e:  

kNRN A  501 ==  dla   ;20 ax ≤≤  

kNFRN BA  602 =+= dl   dla   d ;52 axa ≤≤  

kNFN D  203 −=−=  dla   .65 axa ≤≤  
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Ujemna warto�
 siły 3N  oznacza, 	e pr�t w przedziale trzecim jest �ciskany. 
Napr�	enia normalne obliczone zgodnie ze wzorem (1.1) wynosz� 

,125
104
1050

104
 50

24

3

24
1

1
1 MPa

m
MN

m
kN

A
N =

⋅
⋅=

⋅
== −

−

−σ  

MPa
A
N

 75
2

2
2 ==σ  

MPa
A
N

 25
3

3
3 −==σ . 

Zmian� długo�ci całego pr�ta oblicza si� jako sum� zmiany długo�ci jego przedziałów 
(aby mo	na korzysta
 ze wzoru (1.2) wielko�ci iN  i iA  musz� by
 wielko�ciami 
stałymi) 

. 45,0 025,0 225,0 250,0
32

32

321

2

3

2

2

1

1

3

33

2

22

1

11
321

mmmmmmmm
E

a
E

a
E

a

EA
aN

EA
aN

EA
aN

EA
lN

EA
lN

EA
lN

llll

=−+=++=

=⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=∆+∆+∆=∆

σσσ
 

Warto�
 0>∆l oznacza, 	e pr�t jako cało�
 wydłu	ył si� (pierwsze dwa przedziały pr�ta 
wydłu	yły si�, a trzeci uległ skróceniu o 0,025 mm) . 

Zadanie 1.3. Obliczy
 najmniejsz� �rednic� pr�ta, obci�	onego jak pokazano na rys. 1.5, 
aby zapewni
 bezpieczn� jego prac� ze wzgl�du na wytrzymało�
 materiału. Ci�	ar 
własny pr�ta pomin�
. Dane liczbowe: F1 = 20 kN, F2 = 50 kN, σrdop = 150 MPa, 
E = 2·105MPa, ν = 0,3. Po obliczeniu i przyj�ciu wymiaru �rednicy obliczy
 jej zmian� 
spowodowan� obci�	eniem pr�ta. 

 

Rys. 1.5 
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R o z w i � z a n i e. Przy stałej �rednicy pr�ta maksymalne napr�	enie rozci�gaj�ce 
wyst�puje w przedziale, w którym działa maksymalna siła normalna. W rozpatrywanym 
pr�cie maksymalna siła normalna Nmax działa w przedziale 0 ≤ x ≤ l i wynosi 

kNFFN  7021max =+= . 

Maksymalne napr�	enia rozci�gaj�ce 

.
4

2
maxmax

max d
N

A
N

r π
==σ  

Z warunku (1.7) otrzymano 

rdopd
N σ≤
π 2

max4
, 

a zatem 

. 0244,0
 150

107044 3
max m

MPa
MNN

d
rdop

=
⋅

⋅⋅=≥
−

ππσ
 

Przyj�to pr�t o �rednicy d = 0,025 m = 25 mm, gdy	 pr�ty o takiej �rednicy produ- 
kowane s� przez huty. Dla pr�ta o takiej �rednicy napr�	enia rozci�gaj�ce wynosz�: 

w przedziale 0 ≤ x ≤ l  

; 6,142
) 025,0(

10704)(44
2

3

2
21

2
maxmax

max MPa
m
MN

d

FF

d

N
A

N
r =

⋅
⋅⋅=+===

−

πππ
σ  

w przedziale l ≤ x ≤ 3 l 

MPa
m

MN
d

F
A

N
rz  9,101

) 025,0(
105044

2

3

2
22 =⋅⋅===

−

ππ
σ  

i s� mniejsze od napr�	enia dopuszczalnego na rozci�ganie σrdop = 150 MPa. Zmian� 
�rednicy d∆ mo	na w rozpatrywanych przedziałach pr�ta obliczy
 ze wzoru (1.6) 

,d
E

dd t ⋅σν−=⋅ε=∆  

a zatem w rozpatrywanych przedziałach 

,0053,01053,0025,0
102

 6,142
3,0 5

51 mmmm
MPa

MPa
d −≅⋅−=⋅

⋅
−=∆ −  

.0038,01038,0025,0
102

 9,101
3,0 5

52 mmmm
MPa

MPa
d −≅⋅−=⋅

⋅
−=∆ −  

Jak wida
, zmiana (zmniejszenie) �rednicy pr�ta jest tak mała, 	e trzeba u	y
 bardzo 
precyzyjnych przyrz�dów pomiarowych, aby j� zmierzy
. 

 


